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Uso delle differenze ad indice fratto delle funzioni^ 
potenze per lo sviluppo in prodotti indefiniti delle 
funzioni circolari . 


In una memoria, pubblicata fin dall’anno scorso nel 
nuin. 4“ del nostro giornale Lo Stesicoro sotto il tìtolo 
di Esereizii di analisi sublime, dei quali questo scritto 
un articolo ne forma in continuazione come ivi pro- 
misi, mi feci a trattare fra le diverse questioni, di cui 
allora mi occupai , della difierenza ad indice fraziona- 
rio delle funzioni potenze . Avendo discusso queste 

funzioni, che in generale rappresentai per x'’, di- 
pendentemente dalla teoria delle fattoriali , pervenni 
ad assegnarne la prefata differenza mediante una for- 
mula molto semplice, dalla quale, considerando la va- 
riabile X come numero intero, ritrassi il valore del lat 
1 

differenza A * * corrispondentemente a quello del co- 

I 

nosciuto differenziale d* x. Or nella surcennata for- 
mola, che deve scriversi secondo l’avvertimento posto 
in fine del 5." quaderno del citato giornale , essendo 
rimasti indeterminati i coeflìcicnti numerici dei diversi 
termini che la compongono, pria di venire alla pro- 
posta applicazione stimo cosa conveniente per la loro 
determinazione riprendere in questo luogo l’ argomento 
sulla differenza, ond’è parola, e trattarlo in un modo 
che sia più facile e più adattò, di quello usato nella 
precitata memoria, a couseguire la conoscenza dei coef- 
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ficieiiti • ad avere T espressione analitica della difiè'» 
rCDza, di cui dobbiamo far Uso, in termini conosciuti 
e dipendenti dai dati primitivi della questione. 

G>nsiderando la funzione «''come risultante dalla 
somma di una serie di fattoriali , che in generale rap- 
presentiamo colla 


at (jf — l) (Jf— a) . . • (x — r-fi) 
e denotando per , ec. ec. delle quantità 

indeterminate e indipendenti da Xy poniamo l’equazione 




*(x — i) . x) » (x— r+-i) 

. 

1 . n ^ 1 • a • . • r 


cbc espressa secondo la segnatura legendriana della fat- 
toriale gamma e posta sotto forma simbolica viene rim- 
piazzata dalÌ4 


^ r(ar+i) 

* —^5, r(o+i),r(*-o+i) 


J*er determinare le quantità facciamo successiva- 
mente x=i:?=a=; 35 =:cc.e&, ed abbiamo l’equaziont 



a** 

‘ 5 — . 3 

4 ^ • 6 • 4 4" -'^4 

ec, ec, 

dalle quali per mezzo di una successiva sostituzione ri- 
cavandosi 
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^3 = 3^-3.a'' + 3.i»' 
^^z=4’’^4.3'’+6.a'‘— 4i'‘ 

ec, ec. 

si avrà in generale T espressione 
che si traduce in quest* altra 



^ - I “r*' rc«>+i) •(«>—»)*' 

*’ ^„£er(v— «+i).r(a+i) 

in cui il segno superiore ha luogo per u pari e l’in-* 
fenore per u impari. 

Sostituendo quest’ ultimo valore di in quello 
di sarà 

,-■="3' ±(.--B)*'xr(x+i) 

.i. r(a+i)r(<—«+ijr(.-v+i) 

e quindi, prendendo la diSerenza ennesima 



ì (o—») X r(y+ 1 ) X r (y-f 1) \ 


Se in questo risultato si considera n come numero nega^ 

tivo, si avrà il valore dell’ integrale 
e se si considera (San-Martino Lez. di mat. subì. tom.|li< 

ì 

! 

I 

i 

I 
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parte i * b* 41 . 49. 45Ì non come un numero intero 
in se stesto ma come J'iodice delie differenze eseguite 

sopra di sf , si avrà, ponendo in vece di n , la dif- 
ferenza ad indice fratto di «^mediante la formola 


+ X r(v+i) X r(a;+i) 


% % 


r=i ¥==.0 r(«*-i)r(t'-«+-i)r(v-— 4-i)r(»-v+--^ -hi) 

in cui tutto si trova determinato e conosciuto. 

Per venire alia propostaci applicazione facciamo 
r=i in quest’|uliima equazione, ed abbiamo il risultato 


m 




r(x+i) 




in cui sostituendo i valori 


\^J K » j senJl» 

n 

^he da noi si sono ricavati dalle due formolo 

r(<,)r(i-^«) = 


scn air 
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tomministrateci dall* esimio nostro geometra nelle sna 
citate lezioni (Tom. 5. par. i.* n.* 38. ), alle' quali si 
riferiscono le citazioni di questo scritto precedute dalla 
lettera L , avremo per l’ espressione generale della diffe- 
renza ad indice fratto di 9 questa formola elegantissima 


A " *= 


m 

nsen — or 
n 


n* !2 72 • • ««TZ 


or (72 — m) m (m+zs) . . . (/n -j- (a? — 1) n) 

la quale nel mentre che ha luogo per qualunque va- 
lore frazionario ^ non lascia di essere ancor vera quan- 
do è una frazione apparente . In fatti facendovi suc- 
cessivamente 772 == 72=:a 72 = ec. , si Otterranno i valori 
• a h 

A *=—•!, A af=o, ec. ec. A *=o 

che sono quelli stessi che si ottengono col metodo or- 
dinario, eccettuato però il primo che ci si presenta 

sotto la forma indeterminata di — : ma sottomettendo 

o 

il primo fattore del secondo membro della formola , 
dal quale viene prodotta quella indeterminazione, alla 
risorsa che in tale caso ci somministra il calcolo dif- 
ferenziale , otterremo, come altronde è conosciuto, 
A» = I . 

Questa differenza ad indice frazionario che noi ab- 
biamo conseguito dipendentemente dalla teoria della 
fattoriale gamma , potrebbe ancora aversi sotto un’ al- 
tra espressione con operare direttamente sulla x . li 

effetto facendo f« = x, 4 = — ,ed 2=1 nella formol^ 


A^ far= {f(a:+0— 1} 
che rappresenta, come si sa ( L. toro. 1.* a* ^ 5 .'), k 
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(liffcreazR di luui gli ordini di una funzione & di x- 
colla condizione che nel suo sviluppo |>li esponenti di 
f (x+i) si trasmutino in coefficienti di i> si trorerk 
dopo di avere sviluppato e ridotto 


m 

“ 1" t . w r *« 4 -m — n T 

A * = ar+ I ' I 

' n n L n J 

m{m—n) P atn-\-m — in T 

u.an L n J 




• • • 


± 


— n)... (m— (r— i)n) p xn-f-m — rn 
n. an. . , rn 


|~ x«-f-m — rn ^ 


Questa serie che nel caso di cui ti tratta risulta sem- 
pre convergerne, e nella quale r rappresenta il nu- 
mero dei termini cominciando dal secondo, ed x viene 
da noi stimato come numero intero, non si limita che 
quando uno qualunque dei coefficienti de’ suoi ter- 
mini diviene eguale a zero; ma ciò non potendo in 

questo caso verificarsi per la natura della quantità — 

It 

ne conseguita il valore della difierenza ad indice fratto 
di X non potersi che per approssimazione ottenere. 
Onde ciò conseguire sviluppiamo la soprascritta serie 
nelle due seguenti 


m 



, nt(m — w(r— -i)) 
n . an . . . rn 

, ■ (wi — w)(wt — m) 

* M va M M M 


n . an . . . rn 


} 

} 


le quali nel caso della somma completa o di r^eo 
ci danno l’ espressione 


V 
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è 

m m m — n 

espressione, che, per essere risulta indetermi- 

nata e nulla ci pronunzia sulla valutazione dell’ as- ■ 
sunta serie. Per rimediare a questo inconveniente e 
avere nel medesimo tempo un valore approssimato della 
serie di cui si tratta , ne sommiamo il primo termine 

Sf “ con tutti quelli compresi tra i limiti di r=i 

ed r=x. A tale effetto giova richiamare eh’ essendo 
(Pr il termine generale di una. serie qualunque proce- 
dente secondo gl’ indici di r, ed 5 il suo termino som» 
malorio si sa ( L. tom. 3.® n." 66 ) che 

iS= C 

ma essendo 

tpr-|-A<pr=(p(r+i) 

• sarlt 

('•+0 

e perciò 

5=2;$(r+i)+C 

Denotando dunque per a ed a' i limiti dentro i quali 
una serie dev’ esser presa , e per 8 il termine della me- 
desima corrispondente al limite inferiore, possiamo 
esprimere iS secondo la teoria degl’ integrali definiti 
per mezzo della formola 
r=o' 

5= % ip(r-M)+C 

ovvero, chiamando l’ integrale della funzione )» 
per mezzo della 
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Applicanclo tuttociò alla proposta serie , sviluppata 
nelle due di sopra, e mettendovi — m in vece di m 
a fine di cangiare tutti in positivi i termini dell’ una 
e tutti in negativi quelli dell’altra, si. avrà a=i. 


6 = e quindi comprendendo le costanti 
Arbitrarie sotto i segni integrali 



(*) — $(!)+ 

— ^ (*)— ( 0 + 

Per avere i valori ^(x) — ^(i)j e (*) — (i), 

dai quali dipende la conoscenza di iS, bisogna otte^ 
nere l’ integrale dell’ espressioni comprese nelU penul- 
tima formoia. Onde ciò conseguire moltiplichiamo la 
prima di esse per significando per p, e g due 

quantità indeterminate e indipendenti da r. Abbiamo 
perciò il prodotto 


m(/n-{-n) . • • (rn-{-rn) 


72 . 3 /2 . . . (r-J-i) /* 


Cp+70 


del qiiale prendendo la differenza e riducendo oiiiensi 
il risultato 
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m (m +/»)»« .(m4-rw)-(/>4-yr) „ 

^ /» . a n . • • (r+i) /I 

m (/n+«) (m-f-a /i) . • ♦ (m-f rn) ^ 

/!• a » • 3 »• • • (r+i) » 

p {m-~n )-^q {m-^n)-\-q m\r 
(r+a) n 

risultato in cui determinando le quantità pytq sotto 
la condizione che sia 

p (^m—n)+q m r 
(r+a) n 
cioè 

/? (m— n )+<7 (m+n) — a w+C^r m— 7») r= o 
si avrà, per essere p^ e q indeterminate e indipendenti 
da r, p= q= — , e quindi sostituendo e riducendo 

^ (m+n) . . • (/7J+r //) ni (m+T?) . . . (/n+r n) 

n> - -rn « • a tz . • . (r + 1 ) » 

Integrando questa espressione si ricava il valore del- 
r integrale 

. m (m+n) • • • (m+rn) (/n+n) • « • (m+rn) 

^ n.a/i--*(r+i)/i 

che secondo la notazione di sopra essendo eguale a 
^(r) ci dà 

(/n+n) . • • (m +x») 
n - • ’Xn 

Questo risultato che colla sostituzione di /»+/» in "vece 
di m ci somministra l’ altro valore 




f *,(*) — *, (0+1 = 


(/71+ara) • ‘ ■ |[ni+ (»+i) 


7Z> • • arn 
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la 

ci dii paranco, facendo ^ , non solo la somma 

S di un numero qualunque dei coelììcicati del bino- 
mio (u—v) per mezzo della formola 

S — ( 2 +'^) ■ • ■ 

* 1 • 2 • • • a; 

ma bcnanco, mettendo — ^ in vece di quella dei 
CoeQicienti dello stesso binomio elevato ad /t, per mez- 
zo di quest’ altra 

__ ( I —4) ( -2—4) . . . (y— 4) 

* 1 . a ... X 


A potendo essere intero e frazionario, ed a? rappresentan- 
do il numero dei coeflìcienti cominciando dal secondo. 

Sostituendo intanto i trovati valori nella formola 
esprimente il valore di 5, oiterrassi 

tn a N 

(m-^-n) • • • (m-^-xn") n x — 


A * = 


n • 


xn 




e quindi, colla sostituzione di — m ai posto di m, 
il valore 


^ n . . . [xn — m] n x-\-m\n — m] 

A X — . p — 

n • . • xrt n [« — /nj 


il quale paragonato a quell’ altro primieramente otte- 
nuto risulta lauto piu esatto e tanto più allo stesso si 
avvicina quanto piu grande è il valore di x . Stimando 
dunque x come un numero àssai grande e che perciò 
possa farsi 

2 3 * 

n x-j-OT (n — m) r xn-^m m "1 

n(n — rn) L n — m "~n(/2 — m)J 


xn-^m 

n—rìli 
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si avrà 


«S 


m 

“7 

A 4F= — 


-rn) . . . (xn — m) x n-\-m 

— W»» I ■ " ■ II»' - « ' H I iiwi 

n * • • X/} n — m 


« quindi eguagliando le due otlenuie espressioni 

(rt — m)-‘{xn — m) 


m 

nsen — it 

n 


n 


• xn 


mir 


n 


• xn 


(n .(a;/i -J-^) 

Questa equazione che, facendo m — i ed /z = 2, 
somministra la famosa formola di VVailis 

_ i-3 *-.( 2ar — i) 


et 


a 

7T 


3.4' 




a. 4< 


. aa? 


3 . 5. • • (a*+j) 

ci dà puranco il valore della funzione séno, espresso 
in prodotti indefiniti, per mezzo della formola 

mv 


m 

sen — V 
n 


= X 

n 


. • • {xn-\-m) ^ 
n - . • xa 

• . {x n — ot) 
n • • . */t 


o pure, moltiplicando a due a due i fattori corrispoa- 
denti x/2-f./n, xn — m, per mezzo delia 


m 

sen — 
n 


mif 



3 

1 ”* 1 

L n^i L 4naJ i 

X* n^ ■* 


Da questa espressione che , facendo ~ ir x=zy , prende 
la forma 

[.--il] [.-^] ... [.-^] 
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i4‘ 

e che con un metodo tutto diverso si trova trattata da 
M. Lacroix nel suo calcolo delle diSerenze , si deduce, 

ponendo m + — >Q vece di m , il valore di 


COSJ^ 


= ... r. ììL-I 

L ^ ^ (aa: — i)* ir*-* 


Questi ottenuti valori delle funzioni elementari seno, 
e coseno ci danno lo sviluppo in prodotti indefiniti non 
solo delle altre funzioni circolari ma benanco di di- 
verse funzioni esponenziali tanto reali che immagina- 
rie . Io tralascio di occuparmene per esserne molto 
facili le operazioni che devono riguardo a ciò istituirsi , 
c soltanto mi fo a conchiudere che il ramo di analisi, 
concernente le differenze ad indice fratto , per lo avanti 
trascurato, potrà stimarsi, dopo le nostre applicazioni, 
come uno di quelli che può molto contribuire al pro- 
gresso della scienza. 


. . (1VB944 


/ 
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